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Sia X = {1, 2, 3}. Trovare condizioni necessarie e sufficienti sui numeri
reali x, y, z in modo che esista una misura di probabilita` µ su A =
P(X) con




Sia X = {1, 2, 3}. Trovare condizioni necessarie e sufficienti sui numeri
reali x, y, z in modo che esista una misura di probabilita` µ su A =
P(X) con
x = µ({1, 2}), y = µ({2, 3}), z = µ({1, 3})
Ricordo che se A, B sono due insiemi misurabili allora




µ(X) = µ({1, 2}) + µ({2, 3})− µ({1, 2} ∩ {2, 3})
µ(X) = µ({1, 2}) + µ({1, 3})− µ({1, 2} ∩ {1, 3})




µ(X) = µ({1, 2}) + µ({2, 3})− µ({1, 2} ∩ {2, 3})
µ(X) = µ({1, 2}) + µ({1, 3})− µ({1, 2} ∩ {1, 3})
µ(X) = µ({2, 3}) + µ({1, 3})− µ({2, 3} ∩ {1, 3})
Cioe`
1 = µ({1, 2}) + µ({2, 3})− µ({2})
1 = µ({1, 2}) + µ({1, 3})− µ({1})




1 = x+ y − µ({2})
1 = x+ z − µ({1})




1 = x+ y − µ({2})
1 = x+ z − µ({1})
1 = y + z − µ({3})
sommando membro a membro




1 = x+ y − µ({2})
1 = x+ z − µ({1})
1 = y + z − µ({3})
sommando membro a membro
3 = 2x+ 2y + 2z − (µ({1}) + µ({2}) + µ({3}))
Ma X = {1}∪{2}∪{3} quindi 1 = µ({1})+µ({2})+µ({3}) e allora
3 = 2x+ 2y + 2z − 1 ⇐⇒ x+ y + z = 2
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La densita` congiunta di due variabili aleatorie X, Y e`









• Determinare le densita` marginali fX(x) e fY (y) e dire se X e Y
siano indipendenti.
• Verificare che si tratta effettivamente di una densita`
• Determinare Cov(X, Y )
• Determinare la densita` fZ(z) della variabile aleatoria Z = X + Y .































































































































fXfY 6= f(X,Y ) quindi non sono indipendenti
Per verificare che si tratta proprio di una densita` a questo punto basta







































fXfY 6= f(X,Y ) quindi non sono indipendenti
Per verificare che si tratta proprio di una densita` a questo punto basta























Per la parita` di fX e di fY abbiamo E(X) = E(Y ) = 0
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Per la parita` di fX e di fY abbiamo E(X) = E(Y ) = 0
Var(X) = E(X2)− E(X)2
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Per la parita` di fX e di fY abbiamo E(X) = E(Y ) = 0
Var(X) = E(X2)− E(X)2 = E(X2)
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Per la parita` di fX e di fY abbiamo E(X) = E(Y ) = 0











Per la parita` di fX e di fY abbiamo E(X) = E(Y ) = 0
















che va applicata per a =
1
2
in modo che Var(X) = 2
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Per la parita` di fX e di fY abbiamo E(X) = E(Y ) = 0
















che va applicata per a =
1
2
in modo che Var(X) = 2
Naturalmente e` anche Var(Y ) = 2
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Cov(X, Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ).
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Cov(X, Y ) = E(XY )−E(X)E(Y ). Essendo fX(x), fY (y) funzioni pari
e` E(X) = E(Y ) = 0 quindi Cov(X, Y ) = E(XY )
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Cov(X, Y ) = E(XY )−E(X)E(Y ). Essendo fX(x), fY (y) funzioni pari
e` E(X) = E(Y ) = 0 quindi Cov(X, Y ) = E(XY )














































































































































































































































12 dz = 1
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Per il calcolo del quoziente si deve tener conto che non essendo in-


















Per il calcolo del quoziente si deve tener conto che non essendo in-






























2pi (z2 − z + 1)
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Per il calcolo del quoziente si deve tener conto che non essendo in-






























2pi (z2 − z + 1)
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Se X e Y sono indipendenti e distribuite secondo la densita` congiunta
(a, b > 0)
f(X,Y ) =
abe−(ax+by) se x > 0, y > 00 altrimenti








Se X e Y sono indipendenti e distribuite secondo la densita` congiunta
(a, b > 0)
f(X,Y ) =
abe−(ax+by) se x > 0, y > 00 altrimenti




, z ≥ 0





b− a , z ≥ 0
15/37 Pi?
22333ML232













































−ax, x > 0 fY (y) = be−by, y > 0
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−ax, x > 0 fY (y) = be−by, y > 0

































fx(x)fY (z − x)dx








fx(x)fY (z − x)dx












fx(x)fY (z − x)dx















La densita` congiunta di due variabili aleatorie X, Y e`







• Determinare le densita` marginali fX(x) e fY (y) e dire se X e Y
siano indipendenti.
• Verificare che si tratta effettivamente di una densita`
• Determinare la densita` fZ(z) della variabile aleatoria Z = X + Y .














































e quindi abbiamo indipendenza
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tically proving that ζ(2) = pi
2













tically proving that ζ(2) = pi
2
6 Amer. Math. Monthly 118 pp 641–642
(2011)
Date due variabili aleatorie indipendenti X, Y con densita` fX(x) e
















tically proving that ζ(2) = pi
2
6 Amer. Math. Monthly 118 pp 641–642
(2011)
Date due variabili aleatorie indipendenti X, Y con densita` fX(x) e





Se assumiamo che le variabili aleatorie siano positive con densita`







Una variabile aleatoria positiva X e` detta standard semi-Cauchy se






Ora calcoliamo, con y > 0 la densita` del quoziente di due variabili
























(y2 − 1) (1 + x2y2) −
x




















Ora siccome X e Y sono ugualmente distribuite abbiamo che
prob(Z ≤ 1) = prob(Y ≤ X) = 1/2











il che porta all’espressione esatta di ζ(2) ricordato che abbiamo di-
mostrato che ∫ 1
0
lnx
















































Risolvere il problema di Cauchy parabolicout = uxx − 2uxu(x, 0) = ex
Solution to Cauchy problemut(x, t) = uxx(x, t) + aux(x, t) + bu(x, t) for t > 0, x ∈ R
u(x, 0) = f(x) for t = 0, x ∈ R
(Hc)
is










where h(x, t) solves the heat equationht(x, t) = hxx(x, t)h(x, 0) = ea2xf(x)
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where h(x, t) solves the heat equationht(x, t) = hxx(x, t)h(x, 0) = ea2xf(x)

















where h(x, t) solves the heat equationht(x, t) = hxx(x, t)h(x, 0) = ea2xf(x)















Here a = −2, b = 0 so that we have to solve the initial value problem
for the heat equation ht(x, t) = hxx(x, t)h(x, 0) = 1
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Solution is h(x, t) = so that








with a = −2, b = 0
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Solution is h(x, t) = so that








with a = −2, b = 0
Conclusion




Risolvere il problema di Cauchy parabolicout = uxx − 2ux + 2uu(x, 0) = e2x
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Solution to Cauchy problemut(x, t) = uxx(x, t) + aux(x, t) + bu(x, t) for t > 0, x ∈ R
u(x, 0) = f(x) for t = 0, x ∈ R
(Hc)
is








where h(x, t) solves the heat equationht(x, t) = hxx(x, t)h(x, 0) = ea2xf(x)
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Abbiamo a = −2, b = 2 e quindi u(x, t) = et+xh(x, t) con h(x, t)
soluzione di ht(x, t) = hxx(x, t)h(x, 0) = e−xe2x = ex
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Abbiamo a = −2, b = 2 e quindi u(x, t) = et+xh(x, t) con h(x, t)














Abbiamo a = −2, b = 2 e quindi u(x, t) = et+xh(x, t) con h(x, t)





















Abbiamo a = −2, b = 2 e quindi u(x, t) = et+xh(x, t) con h(x, t)


































h(x, t) = ex+t
quindi




h(x, t) = ex+t
quindi
u(x, t) = et+xh(x, t) = e2(x+t)
In[1]:= u@x_, t_D := E2 Hx+tL;
In[2]:= D@u@x, tD, tD
Out[2]= 2 ã2 Ht+xL
In[3]:= D@u@x, tD, 8x, 2<D - 2 D@u@x, tD, xD + 2 u@x, tD








Esercizio 2 La densita` congiunta di due variabili aleatorie X, Y e`







• Determinare le densita` marginali fX(x) e fY (y) e dire se X e Y
siano indipendenti.
• Verificare che si tratta effettivamente di una densita`
• Calcolare P(X,Y )
(
X2 + Y 2 > 1
)
• Determinare la densita` fZ(z) della variabile aleatoria Z = X + Y .
• Determinare la densita` fZ(z) della variabile aleatoria Z = Y/X.
